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Tugas akhir ini membahas tentang model matematika tentang kestabilan titik 
ekuilibrium endemik terhadap virus komputer pada model SEIR. Di dalam virus 
komputer terdapat 2 titik, yaitu titik ekuilibrium bebas virus dan titik ekuilibrium 
endemik virus yang dapat di lihat dengan cara subtitusikan atau manipulasi aljabar 
terhadap asumsi-asumsi pada model SEIR virus komputer. Selanjutnya, kestabilan 
endemik dinyatakan stabil asimtotik dapat di uji menggunakan matriks jacobian 
dengan syarat    terpenuhi. Kemudian, model SEIR virus komputer, di analisis 
dengan simulasi numerik menggunakan sofware Maple 13 dengan hasil untuk 
kestabilan titik ekuilibrium endemik stabil asimtotik jika    > 1 dan hasil simulasi 
numerik pada model SEIR virus komputer menjelaskan bahwa subpopulasi 
terinfeksi akan memungkinkan menginfeksi atau menularkan virus kepada 
subpopulasi rentan. Artinya, virus masih ada dalam populasi. 
 
Kata kunci: Matriks Jacobian, model SEIR, simulasi numerik,stabil asimtotik, 




The final project discusses a mathematical model about the stability of the 
endemic equilibrium point againts computer viruses in the seir model. In a 
computer virus there are two points, namenaly, the virus –free equilibrium point 
and the enedemic virus equilibrium point.which can be seen by subtantiating or 
algebraic manipulation of the assumption in the computer virus seir 
model.furthermore endemic stability is stated as asympotically stable can be 
tested using a jacobian matrix with    condition met, then the computer virus seir 
model was analyzed by numerical simulation using maple 13 sofware with the 
result for the asymptotically stable endemic equilibrium poin if    > 1. And the 
results of numerical simulations on the computer virus seir model explain that the 
infected subpopulation will likely infect or transmit the virus to the vurnerable 
subpopulatio. The meaning, the virus is still in the population. 
Keyword : Jacobian Matrix, SEIR model, simulation numeric ,asymptotically 
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1.1 Latar Belakang  
Pada zaman ini teknologi sudah berkembang dengan sangat pesat. Untuk 
mengikuti perkembangan zaman semua orang membutuhkan teknologi seperti 
komputer, handphone, dan lain-lain yang sering digunakan kehidupan sehari-hari. 
Dalam teknologi yang sekarang ini menggunakan jaringan komputer yang 
menghubungkan masing-masing komputer, dan jaringan ini terkoneksi ke internet 
demi kemudahan akses dan transfer data milik perusahaan. teknologi pada 
jaringan komputer ini memiliki dampak ancaman seperti virus komputer. 
Virus komputer muncul pada tahun 1980-an dalam bentuk program yang 
mampu merusak operasi pada mesin. Seiring perkembangan zaman kemajuan 
teknologi komputer dan telekomunikasi, serta di kembangkan nya teknologi 
sofware, hardware, dan jaringan komputer yang semakin canggih menjadikan 
komputer alat penting bagi seluruh umat manusia sebagai keperluan dalam 
kehidupan sehari-hari.  Di sisi lain, dengan berkembangnya teknologi komputer 
yang semakin canggih perkembangan nya virus komputer pun menjadi semakin 
canggih dalam perusakan dan penyebaran nya ( Piquera, 2009). 
Salah satu cara untuk melawan serangan dari virus komputer adalah 
menggunakan antivirus. Antivirus adalah perangkat lunak /program komputer 
yang berguna untuk mendeteksi keberadaan virus dan juga menghapus virus 
komputer. Tetapi penggunaan antivirus juga memiliki kelemahan, karna antivirus 
membutuhkan pembaharuan file secara periodik agar dapat bekerja optimal. Pada 
kenyataan nya, pengaruh dari manusia memainkan peran penting dalam 
memperlambat penyebaran virus komputer. Model propaganda pada cloud 
environment. Pada penelitian ini, mereka memaparkan tentang model HSIR 
dimana modifikasi H (Health) pada SIR  model merupakan kelompok komputer 
yang bebas virus, S (Susceptible) adalah komputer yang bebas virus tetapi 
komputer tetangga yang berhubungan langsung terkena virus (Fan, 2013). 
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Dengan timbul nya kesadaran terhadap bahaya dari virus di dalam jaringan 
komputer, beberapa peneliti melakukan tentang virus dalam jaringan komputer. 
Mereka meneliti tentang epidemik virus komputer dalam jaringan komputer 
dengan menggunakan model SIR yang di modifikasi pada bagian kelompok 
I(infected) dimana kelompok yang terinfeksi terbagi menjadi beberapa kelompok 
dalam satu kelompok memiliki tingkat infeksi yang sama, tetapi individu dari 
kelompok berbeda memiliki t ingkat infeksi yang berbeda (Mishra dan Ansari 
2012).  
Pada jurnal mathematical model on computer viruses ( Mishra dan Saini ) di 
peroleh bahwa model matematika membantu untuk menemukan sisitem yang 
terinfeksi virus pada komputer dan juga model. Model dapat berguna dalam 
merancang pertahanan terhadap serangan virus komputer yang tidak berbahaya 
dan ganas yang sangat penting dalam konteks. Saat ini model ini akan membantu 
dalam melakukan analisis sensitivitas dan dapat di verifikasi dengan simulasi. 
Berdasarkan uraian di atas, maka penulis tertarik untuk membahas 
ekuilibrium model SEIR pada virus komputer. Oleh  karna itu, Penulis tertarik 
mengkajinya dengan judul “Kestabilan Titik Ekuilibrium Model SEIR Terhadap 
Virus Komputer”. 
 
1.2 Rumusan Masalah 
1. Bagaimana model matematika penyebaran virus komputer pada populasi 
komputer? 
2. Bagaimana  kestabilan model SEIR terhadap virus komputer?  
 
1.3 Batasan Masalah 
        Dalam hal ini di fokuskan pada kestabilan titik ekuilibrium endemik model 
SEIR terhadap virus komputer. Dalam penelitian ini penulis akan membatasi 
masalah hanya membahas mengenai model matematika penyebaran virus 





1.4 Tujuan Penelitian 
1. Menganalisa model penyebaran pada virus komputer pada populasi 
komputer 
2. Menganalisa kestabilan model SEIR terhadap virus komputer 
 
1.5 Manfaat Penelitian 
          Manfaat yang diperoleh dari penelitian ini adalah memberikan tambahan 
pengetahuan tentang model penyebaran virus komputer dan titik kestabilan 
penyebaran virus komputer tipe SEIR sebagai alternatif penyelesaian 
permasalahan yang berkaitan dengan teknologi komputer. 
 
1.6 Sistematika Penulisan 
Dalam penulisan proposal ini, penulis menggunakan sistematika penulisan 
sebagai berikut: 
BAB I PENDAHULUAN 
Berisi tentang latar belakang masalah, perumusan masalah, tujuan 
penelitian, batasan masalah, manfaat penelitian dan sistematika 
penulisan. 
BAB II LANDASAN TEORI 
Bab ini menjelaskan tentang teori-teori yang mendukung untuk 
bagian pembahasan. 
BAB  III METODOLOGI PENELITIAN 
Berisi tentang studi pustaka atau literatur, yaitu dengan membaca 
buku-buku, jurnal,tugas akhir dan sumber-sumber lainnya yang 
mendukung pembahasan. 
BAB IV PEMBAHASAN 
Berisikan tentang pemaparan cara-cara dengan teoritis dalam 
memperoleh hasil yang diinginkan. 
BAB V   PENUTUP 







2.1 Virus Komputer 
Virus komputer adalah program komputer yang biasanya berukuran kecil 
yang dapat menyebabkan gangguan atau kerusakan pada sistem komputer dan 
memiliki beberapa kemampuan dasar, dianatara nya adalah kemampuan untuk 
memperbanyak diri, yaitu kemampuan untuk membuat duplikat dirinya pada file-
file atau disk –disk  yang belum di tularinya, sehingga lama-kelamaan wilayah 
penyebaran nya semakin luas (Adi, 2006)  
Virus juga mempunyai kemampuan untuk menyembunyikan diri , yaitu 
kemampuan untuk menyembunyikan dirinya dari perhatian user, antara lain 
dengan cara menghadang keluaran kelayar selama virus bekerja, sehingga 
pekerjaan virus tak tampak oleh user, atau program virus di tempatkan di luar 
track yang di buat DOS ( misalkan track 41), dan visa juga dengan cara ukuran 
virus di buat sekecil mungkin sehingga tidak menarik kecurigaan (Adi, 2006) 
Selain itu virus juga mempunyai kemampuan untuk mengadakan 
manipulasi. Sebenarnya rutin manipulasi tak terlalu penting. Tetapi inilah yang 
sering mengganggu. Biasanya rutin ini di buat untuk membuat tampilan atau 
pesan yang mengganggu pada layar monitor, mengganti volume label disket, 
merusak struktur disk, menghapus file-file  serta untuk mengacaukan kerja alat-
alat  I/O , seperti keyboard dan printer. Virus komputer juga mampu mendapatkan 
informasi tentang struktur media penyimpanan seperti letak boot record  asli, 
letak tabel partisi, letak FAT3, posisi suatu file, dan sebagainya serta mampu 
untuk memeriksa keberadaan dirinya dalam file itu dengan mencari  ID  (tanda 
pengenal) dirinya di dalam file itu. File yang belum tertular suatu virus tentunya 
tidak mengandung ID dari virus yang bersangkutan kemampuan ini mencegah 
penyusupan yang berkali-kali pada suatu file yang sama (Adi, 2006) 
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2.2 Pemodelan Matematika 
Pemodelan matematika merupakan proses perubahan antara dunia nyata dan 
matematika secara dua arah. Hal ini mengisyaratkan proses pemodelan tidak 
hanya memodelkan dunia nyata kedalam model matematika saja akan tetapi juga 
bagaimana representasi matematika dalam dunia nyata. Diantara kedua proses 
tersebut terdapat proses analisis matematis. Proses pemodelan di awali dengan 
mengkonsepkan beberapa situasi masalah. Dilanjutkan dengan penyederhanaan, 
penstrukuralan, dan membuat situasi menjadi lebih tepat sesuai dengan 
pengetahuan, tujuan dan minat pemecah masalah yang kemudian mengarah pada 
spesifikasi masalah. Pengumpulan data juga dapat dilakukan ketika dibutuhkan. 
 Melalui proses matematisasi, objek yang relevan, data, relasi, kondisi dan 
asumsi dari domain di luar matematika diubah kedalam matematika. Proses ini 
menghasilkan model matematika dari masalah yang diidentifikasi. Metode 
matematis kemudian digunakan untuk memperoleh solusi matematis dari masalah. 
Proses tidak berhenti setelah diperoleh solusi. Solusi tersebut perlu untuk 
diterjemahkan kembali dalam domain di luar matematika atau sesuai dengan 
konteksnya (Sari, 2015). 
 
2.3 Model SEIR 
Pada model SEIR, populasi dibagi menjadi 4 kelas yaitu, Susceptible (S), 
kelas populasi terjangkit Exposed (E), kelas populasi terinfeksi infected (I), dan 
yang terakhir kelas recovered (R) yakni kelas yang sembuh terhadap virus yang 
dibicarakan. Pada model SEIR, individu hanya mengalami kekebalan sementara, 
dengan kata lain setelah individu memasuki kelas recovered (R) ia akan masuk 
kembali ke kelas rentan atau kelas susceptible (S) (Mishra dan Saini 2012). 
   
2.4 Sistem Persamaan Differensial 
Persamaan differensial adalah suatu persamaan yang melibatkan turunan 
dari satu atau lebih variabel terikat terhadap satu atau lebih variabel bebas, 
sedangkan sistem persamaan differensial terdiri dari beberapa persamaan 
differensial linear dan nonlinear. 
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Apabila terdapat beberapa persamaan differensial, maka akan terbentuk 
suatu sistem persamaan differensial. Bentuk umum dari suatu sistem persamaan 
differensial orde pertama adalah sebagai berikut (Perko, 2001): 
   
  
   (          )   
   
  
   (          )   
   
   
  
   (          )                             
(2.1) 
Persamaan differensial (2.1) dapat di tulis sebagai persamaan vektor dengan 
vektor kolom   [          ]
  dan   [          ]
 . Sistem persamaan 
diferensial (2.1) dapat ditulis sebagai berikut: 
    (   )           
(2.2) 
 Sistem persamaan (2.1) adalah sistem linear jika fungsi linear dalam 
           dapat ditulis sebagai berikut: 
   
  
    ( )      ( )      ( )        ( )   
   
  
    ( )      ( )      ( )        ( )   
  
 
   
  
    ( )      ( )      ( )        ( )                      
(2.3) 
Persamaan (2.3) dapat ditulis menjadi: 
                           
(2.4) 
dengan 
   [
   ( )     ( )
   
   ( )     ( )




]    [
  ( )
 




Sistem disebut homogeny jika    , sehingga: 
     .            
(2.5) 
Jika    , maka Sistem (2.4) disebut non homogen. 
 
2.5 Titik Ekuilibrium dan Analisis Kestabilan 
Suatu sistem persamaan diferensial dikatakan setimbang jika sistem tersebut 
tidak mengalami perubahan sepanjang waktu (konstan). Dalam model ini, terdapat 
dua titik ekuilibrium pada model matematika penyebaran virus komputer, yaitu 
titik ekuilibrium bebas virus dan titik ekuilibrium endemik virust. Titik 
ekuilibrium bebas virus adalah dimana kondisi tidak ada lagi virus yang 
menyerang, dengan kata lain tidak ada lagi tuan rumah yang terserang virus 
komputer. Dan titik ekuilibrium endemik virus adalah keadaan dimana virus 
selalu ada di dalam tuan rumah dengan kata lain akan selalu ada anggota tuan 
rumah yang terserang virus komputer. 
Analisis kestabilan dilakukan untuk mengetahui informasi yang 
menggambarkan perilaku sistem pada titik ekulibrium. Keadaan setimbang 
tersebut dikatakan stabil jika semua solusi yang dekat dengan titik ekuilibrium 
menuju titik ekuilibrium tersebut. Berikut ini diberikan definisi tentang titik 
ekuilibrium dan kestabilan: 
Definisi 2.1 (Perko, 1991) Titik  ̅      disebuk titik ekuilibrium jika  ( ̅)    
Contoh 2.1 
Diberikan sistem persamaan diferensial yaitu: 
 ( )  (
       
  
    
) 
Tentukan titik ekuilibrium dari sistem persamaan diferensial tersebut. 
Penyelesaian. Titik ekuilibrium dapat diperoleh jika  ( )   , sehingga sistem 
tersebut menjadi 
          
atau dapat ditulis menjadi 
  (    )    
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Berdasarkan persamaan tersebut diperoleh  ̅    atau   ̅    , 
Jika  ̅    dan menurut persamaan  
  
        
Maka di peroleh  ̅    sehingga di dapat titik ekuilibrium    (   )
   
Jika  ̅     dan menurut persamaan 
  
        
Maka di peroleh  ̅    sehingga di dapat titik ekuilibrium    (    )
   
 
Selanjutnya akan di berikan definisi kestabilan di titik ekuilibrium. 
Definisi 2.2 (Widodo, 2007) Titik ekuilibrium x yang memenuhi  ( )    
dikatakan: 
1. Stabil jika untuk setiap     terdapat  ( )   , sedemikian sehingga untuk 
setiap solusi  ( ) yang memenuhi ‖ (    )   ̅‖    yang berakibat 
‖ (    )   ̅‖   , untuk setiap     
2. Stabil asimtotik jika  ̅ stabil dan terdapat      , sehingga ‖ (    )  
 ̅‖     yang berakibat       ‖ (    )   ̅‖    
3. Tidak stabil jika titik ekuilibrium tidak memenuhi (1). 
Kestabilan titik ekuilibrium   dapat di tentukan dengan memperhatikan 
nilai-nilai eigen, yaitu            yang diperoleh dari persamaan karakteristik. 
Definisi 2.3 (Strogatz, 1994) Misalkan di berikan SPD linier sebagai berikut: 






 Maka persamaan karakteristik SPD pada Persamaan (2.6), yaitu (  
  )   , dapat di tulis menjadi: 
             ,    (2.7) 
Maka dari Persamaan (2.7) diperoleh nilai-nilai eigen sebagai berikut: 
      
   √      
  




Kestabilan dari titik ekuilibrium dapat ditentukan berdasarkan nilai eigen 
dari matriks Jacobian. Kriteria kestabilan titik ekuilibrium dapat disajikan pada 
teorema berikut: 
Teorema 2.1 (Subiono, 2010) Diberikan persamaan diferensial  ̇     dengan A 
adalah matriks berukuran     memiliki   nilai eigen yang berbeda 
              
dengan      
a. Titik ekuilibrium  ̇ dikatakan stabil asimtotik, jika dan hanya jika 
    (  )    untuk setiap            
b. Titik ekuilibrium  ̇ dikatakan stabil, jika dan hanya jika    (  )    
untuk setiap            
c. Titik ekuilibrium  ̇ dikatakan tidak stabil, jika dan hanya jika   (   )    
untuk setiap            
Contoh 2.2 
Di berikan persamaan differensial sebagai  berikut: 
   
  
         
   
  
         
Carilah titik ekuilibrium dan kestabilan titik ekuilibriumnya! 
Penyelesaian:  
Dari Soal Contoh 2.2 diperoleh titik ekuilibrium: (  
    
 )  (   ). 
Selanjutnya, Jacobian matriksnya, 





   
   
   
   
   
   
   





dengan   (     )          dan   (     )         , kemudian 
ditentukan terlebih dahulu turunan dari masing-masing fungsi terhadap 
variabelnya, sehingga di peroleh: 
   (     )
   
    
 10 
   (     )
   
   
   (     )
   
   
   (     )
   
    
Turunan yang telah diperoleh kemudian di bentuk ke dalam matriks jacobian 
sebagai berikut: 
  (     )  *
   
   
+ 
Kemudian akan di cari nilai eigen, 
   (      (     ))    
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+)    
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+    
Sehingga didapatkan persamaan karakteristiknya sebagai berikut: 
(   )(   )  (  )(  )    
(   )(   )      
               
(   )(   )    
      
      
 Dapat dilihat nilai eigen [     ] dari matrik jacobian   (     ) 
mempunyai bagian real negative. Berdasarkan Teorema 2.1 maka titik 
ekuilibrium (  
    




2.6 Nilai Eigen dan Vektor Eigen  
 Secara formal, definisi nilai eigen dan vektor eigen adalah sebagai 
berikut: 
Definisi 2.4 (Anton, 1987) Misalkan A adalah matriks    , maka vektor   
yang tidak nol di R disebut vektor eigen (eigen vector) dari A jika    adalah 
kelipatan skalar dari  , yaitu: 
          (2.9) 
untuk   suatu skalar. Skalar   dinamakan nilai eigen (eigen value) dari A. 
 
Persamaan (2.9) dapat di tulis sebagai berikut, 
      
        
(   )                                     
(2.10) 






   
+ 
Tentukan vektor-vektor eigen dari matriks A. 
Penyelesaian: 
Diberikan matriks   *
  
   
+, maka 
   (    )    
   *
    
     
+    
(   )(    )    
   *
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Untuk       
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2.7  Matrik Jacobian 
Diberikan sistem sebagai berikut, 
 ̇   ( )    (2.11) 
 Jika Persamaan (2.11) mempunyai titik ekuilibrium  ̅ maka Persamaan 
(2.11) dapat ditulis sebagai: 
  ̇    ( ̅)   ( )   (2.12) 
 Bentuk  ( ) disebut sebagai bagian nonlinier dari Persamaan (2.11) dan 
  ( ̅) disebut sebagai bagian linier dari Persamaan (2.11), dengan   ( ̅) disebut 
sebagai matriks Jacobian dari Persamaan (2.11) pada titik ekuilibrium x. 
Definisi 2.5 (Clark, 1999) Matriks yang berhubungan dengan sebuah fungsi 
 :      yang memiliki koordinat fungsi            dengan entri (   ) dari 
   
   
(  ), turunan parsial pertama dari atas daerah asal fungsi  . 
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   (2.13) 
Jika   ( ̅) tidak mempunya nilai eigen dengan   {  }    maka sifat kestabilan 
Persamaan (2.11) dapat di lihat dari persamaan 
  ̇    ( ̅)          (2.14) 
2.8  Kriteria Routh - Hurwitz 
           Berdasarkan teorema 2.1 untuk menguji sifat kestabilan diperlukan  
perhitungan untuk menentukan nilai-nilai eigen dari matriks jacobian di titik  
ekulibrium. Kriteria Routh-Hurwitz merupakan salah satu alternatif untuk  
menentukan nilai eigen tersebut.  
Diberikan suatu sistem persamaan karakteristik dalam bentuk polinomial  
sebagai berikut:  
   
        f (s) =   +   S (   )     
  + . . .+  – 1  +         (2.15) 
 




 > 0, 
  
  
 > 0, . . . 
  
   




          Diberikan polinomial (2.15) dengan    positif dan   bilangan real, k= 1,2,3, . 
.n. Matriks Hurwitz untuk persamaaan (2.15) di defenisikan sebagai matriks bujur 
sangkar berukuran n x n yang berbentuk sebagai berikut: 




                 Determinan Hurwitz tingkat ke-k,dinotasikan dengan             
yang dibentuk dari matriks Hurwitz (2.17) , di definisikan sebagai berikut:  
 
 1 = ⌊  ⌋ 
 2 =*
    
    
+ 
    [ 
     
      




Teorema 2.2 (Gantmacher,1959) 
Pembuat nol polinomial (2.15) mempunyai bagian real negatif jika dan hanya jika 
pertidaksamaan (2.16) di penuhi dan                           (2.18) 
Dengan demikian titik kesetimbangan  ̅  stabil jika dan hanya jika det        
untuk setiap i = 1.2 . . . n untuk n = 3 dan n= 4 Kriteria Routh- Hurwitz di berikan 
sebagai berikut: 
n= 3;   > 0,   > 0   > 0,   .    -   >0 
n= 4;    > 0,    >0,   >0,   .    -   >0,   >0   .    -    >0 dan  
    (  .    -   )–    .   >0 





























































































METODOLOGI PENELITIAN  
 
Metodologi penelitian yang digunakan penulis pada penelitian ini adalah 
studi literatur, yaitu mempelajari buku-buku atau jurnal-jurnal yang berkaitan 
dengan pokok permasalahan. Langkah-langkah yang akan dilakukan dalam 
penelitian ini adalah: 
1. Membuat asumsi yang melibatkan parameter dan variabel. 
2. Mengidentifikasi parameter dan variabel yang digunakan dalam model: 






S     Subpopulasi virus rentan 
E     Subpopulasi virus terjangkit 
I     Subpopulasi virus terinfeksi 
R     Subpopulasi virus sembuh 
      Laju kematian  
      Laju kontak di perhatikan  
  Laju perubahan populasi dari kelas terjangkit menjadi 
terinfeksi  
  Laju perubahan populasi dari kelas terinfeksi menjadi 
sembuh  
 
3. Menentukan titik ekuilibrium dari model SEIR pada virus komputer yaitu 
titik ekuilibrium bebas virus dan titik ekuilibrium endemik virus. 








5.1    Kesimpulan  
           Dalam penelitian ini telah dikembangkan sebuah model matematika 
mengenai virus komputer yang dikembangkan dalam bentuk SEIR. Virus 
komputer merupakan program komputer yang biasanya berukuran kecil yang 
dapat menyebabkan gangguan atau kerusakan pada sistem komputer (Adi, 2006). 
Pada penelitian ini diperoleh yaitu: 
1. Model SEIR terhadap virus computer diperoleh pada Persamaan (4.1) 
dengan titik ekuilibrium nya ada 2 yaitu titik ekuilibrium bebas virus 
( ̂  ̂  ̂) dan titik ekuilibrium endemik (        ).  
2. Kestabilan titik ekuilibrium bebas virus dan Kestabilan titik ekuilibrium 
endemik virus dapat dilihat pada Teorema 4.1 dan Teorema 4.2.  
5.2 Saran 
 Pada tugas akhir ini membahas tentang kestabilan titik ekuilibrium model 
SEIR terhadap virus komputer. Oleh karena itu, penulis memberikan saran kepada 
pembaca yang tertarik pada masalah ini untuk menambahkan simulasi pada model 
SEIR atau pembaca bisa menggunaka metode yang berbeda untuk menyelidiki 
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